
 



 
 

 

2 

1- 

 

Pفزض کٌیذ  x( کوتز یا هساٍی یک است. ًطااى   1ٍ  0، -1ی  ی دٍ است کِ قذر هغلق آى در سِ ًقغِ ای اس درجِ یک چٌذجولِ (

xدّیذ تزای ّز  [ , ]11، p x| ( ) |
5
4
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50ی  یک تاؽ هزتؼی ضکل را تِ یک ضثکِ ّا یک درخت سایة،   این ٍ در تؼضی اس قغؼِ هتز تقسین کزدُ 1هتز در  1اس قغؼات  50
  یک درخت اًار کن دستیک درخت سیة ٍ هجاٍر ّز درخت ّلَ  کن دستین کِ هجاٍر ّز درخت اًار، اداً این. هی اًار یا ّلَ کاضتِ

ای کِ در آى درختی ًیست، اس ّز سِ ًَع درخت ٍجاَد دارد. ددٍ قغاغ را هجااٍر     غؼِهجاٍر ّز ق ػلاٍُ تِاست ٍ یک درخت سیة ٍجَد دارد. 
 گَیین اگز یک ضلغ هطتزک داضتِ تاضٌذ.(

 تز ًیست. تا تیص 1000ًطاى دّیذ تؼذاد قغؼات خالی اس 
 

3- 
 

یِ فزض کٌیذ ًین خغی رسن  Dقغغ کٌذ. اس  Mی هحیغی هثلث را در  ٍ دایزُ Dرا در  BCضلغ  ABCاس هثلث  Aی  ساس داخلی ساٍ
PAQ قغغ کٌذ. ثاتت کٌیذ P  ٍQ( را در ًقاط Mی ضزٍع دتا ًقغِ MB  ٍMCخظ  کٌین کِ دٍ ًین هی A. 
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n n( ایستذ.  اًذ. تا فزهاى فزهاًذُ، ّز سزتاس یا سز جایص هی ی یک قذم، ایستادُِ ستَى تزاتز در کٌار ّن، تِ فاصل nکار در  سزتاس تاس2ُ(

nجایی، سزتاسّا در ِ ااتادارد! پس اس ج ذم تز هیایا تِ یکی اس چْار جْت یک ق  کِ یًحَ تِ، اًذ قزارگزفتِتَى تزاتز، تِ ضکل هٌظن، اس 2

 سٍج است.  nتِ چپ ٍ راست اضافِ ضذُ است. ثاتت کٌیذ دٍ سغز اٍل ٍ آخز حذف ٍ دٍ ستَى 
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A ٍ  اػذاد عثیؼی
n

a a a...1 هتوایش، i  ٍjدارای ایي خاصیت ّستٌذ کِ تزای ّز  2
i
a  تز

j i
a a پذیز است.   تخص

iًطاى دّیذ کِ تزای ّز  j،  
j i
ia ja 
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 ّا پخاص ضاذُ اساتم هوکاي اسات      تیي آى 11تا  1ّای  کارت تا ضوارُ 11اًذ ٍ  ای تِ ضکل هٌظن ًطستِ ًفز دٍر یک هیش دایزُ 11
  ّای خَد را تِ فزد یکی اس کارتتَاًذ  یک ًفز هیتزخی کارت ًذاضتِ تاضٌذ ٍ تزخی تیص اس یک کارت داضتِ تاضٌذ. در ّز هزحلِ 

iتاضذ، قثل ٍ تؼذ اس ایي ػول، هکاى ساِ کاارت    ی آى کارت  اگز ضوارُ کِ درصَرتیهجاٍرش تذّذ  i, 1  ،i تطاکیل یاک هثلاث     1
 است!(. 1ی  ، کارت ضوار12ُی  ٍ هٌظَر اس کارت ضوارُ 11ی  کارت ضوارُ 0ی  الشاٍیِ ًذٌّذ. دهٌظَر اس کارت ضوارُ حادُ

 ّاا در دسات   گاُ کارت ّای ساػت، تِ افزاد دادُ ضذُ تاضذ. ثاتت کٌیذ ّیچ تِ تزتیة در جْت ػقزتِ 11تا  1ّای  فزض کٌیذ کِ در اتتذا کارت
 یک ًفز جوغ ًخَاّذ ضذ. 
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 8311ودومین المپیاد ریاضی کشور، سال بیست دومحل سؤالات مرحله راه
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 دقت کٌیذ:

x x x x
p x ax bx c a b c a b c x c

x x x x
p p x p

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2

1 1
1

2 2
1 1

1 1 1 0
2 2

 

x0اگز   :آًگاُتاضذ، 1

x x x x
ax bx c x x

( ) ( )
( ) ( )2 2 21 1 5 1 5
1

2 2 4 2 4
 

x1ٍ اگز  0: 

x x x x
ax bx c x x

( ) ( )
( ) ( )2 2 21 1 5 1 5
1

2 2 4 2 4
 

p ی تاسُدر  xکِ تزای ّز  دّذ یهایي ًطاى  x( ) ,
5

11
4

 کِ: دّذ یهّا تساٍی سهاًی رخ  . ضوٌاً تا تَجِ تِ ایي ًاتزاتزی

pالف.  x x x( ) ( )2 x در. 1
1
2

 

pب. x x x( ) ( )2 xدر 1
1
2
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کِ خالی تاضٌذ. دقت کٌیذ  ّای خاًِتِ تزتیة ًوایاًگز تؼذاد درختاى سیة، درختاى اًار، درختاى ّلَ ٍ  a1،a2،a3  ٍa4فزض کٌیذ 

 است، حذاکثز a1کِ  ّا سیةة دارًذ. ّوچٌیي تا تَجِ تِ تؼذاد ایای سِ اایای خالی، ّز درخت ّلَ ٍ ّز درخت اًار یک ّن سِ ّز خاً

 a14  درخت سیة تاضذ ٍ دیگزی درخت سیة ًثاضذ. پس ّا آىیافت کِ یکی اس  تَاى یهّن سایِ  ی خاًِسٍجa a a a1 2 3 . اگاز  44

کاِ ّاز    نیٌیت یهدرخت اًار ٍ دیگزی درخت ّلَ ٍ یا خالی تاضذ،  ّا آىهجاٍری کِ دقیقاً یکی اس  یّا خاًِضوارش هطاتْی را تزای تؼذاد سٍج 

سیة دارد، حذاکثز سِ تا  یِ یّوساّز درخت اًار یک  کِ يیاتِ  تَجِ تااًار دارد ٍ اس عزف دیگز  یِ یّوسای خالی ٍ ّز درخت ّلَ یک  خاًِ

یافات ٍ لاذا تاا     تَاى یههجاٍر تا ایي خاصیت  ی خاًِسٍج  a2 3حذاکثز  جِیدرًتتَاًٌذ ّلَ ٍ یا خالی تاضٌذ.  یک درخت اًار هی یّاِ یّوسااس 

aکِ  نیٌیت یههطاتِ  کاهلاًاستذلال  a3 42. 

 تٌاتزایي

a
a a a

a a
a a a a a a

a a a
a a a a a a a

4
3 4 3

4 4
2 3 4 4 4 2

4 4 4
1 2 3 4 4 4 1

2
2

3
3

2 2 2

4 2
2 2 2

 

 

a  کِ ایيپس در کل تا تَجِ تِ  a a a1 2 3 4 50 50  دارین: 2500

a a a
a a a a a a a4 4 4
1 2 3 4 4 4 4

5
2500 1000

2 2 2 2
 

 .ضَد هیاثثات کاهل  تزتیة ایي تٍِ 
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 است، دارین: BAC یِ یساًٍین ساس  AMتا تَجِ تِ کِ 

BAC
DBM CBM MAC BAM

2
 

درٍى دایازُ   تَاًذ یًوکِ رٍی ایي خظ هواس قزار دارد.  Pی ًقغِ جِیدرًتهواس است ٍ  BMتز   Bدر  ABDهحیغی هثلث  ی زُیداپس 

APQتاضذ. تٌاتزایي  APD ABD B داگز .T ِاعغ اقاز تاگای ی دی را ًقغPD حیغیی ه زُاتا دایABD  ،تگیزین

 تز ًیست. کن APDخَاّذ تَد ٍ تٌاتزایي اس APTخارجی هثلث  یِ یساٍاست  ABDکِ تزاتز  ATPی  ساٍیِ

AQPفْویذ  تَاى یهتا استذلال کاهلاً هطاتِ  C:پس در کل . 

PAQ APQ AQP B C A180 180 
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aعثیؼی ایي ػول تزای ػذد  کٌین هیادػا  aاست، اگز ٍ تٌْا اگز تزای  پذیز اهکاى  2 تازای  پذیز تاضاذ. فازض کٌیاذ     اهکاى 2

nَى ست nاستفادُ کٌین. دقت کٌیذ کِ اگز  "راست"ٍ  "چپ"، "پاییي"، "تالا"ی  تیاى چْار جْت اس چْار ٍاصُ  تخَاّذ تِتایی 2

nستَى  تایی تثذیل ضًَذ، ًفزات سغز تالا تایذ حتواً یک ٍاحذ تِ پاییي حزکت کٌٌذ ٍ ًفزات پاییي تایذ حتواً یک ٍاحذ تِ تالا تزًٍذ. تِ 2

ًفز تاتایی  زاسیغ تٌِذ. دالثتِ تِ سوت چپ تزًٍذ ٍ ًفزات سوت چپ یک ٍاحذ تِ سوت راست تیای قذم کیّویي تزتیة ًفزات سوت راست تایذ 

nضاهل  ّا آىی سزتاسّا تَجِ کٌیذ.  ّا تالا ٍ پاییي ّستٌذ ٍ حزکتطاى تَضیح دادُ ضذ.( حال تِ تقیِ ٍ پاییٌی ایي ستَى تاایی  nستَى، 2

nستَى  nّستٌذ کِ تایذ تِ   nتَاى دیذ کِ اگاز   ی ایي ادػا هی ضَد. تٌاتزایي تا تکزار چٌذ تارُ ادػا ثاتت هیتایی تثذیل ضًَذ. تٌاتزایي  2

nػذدی سٍج تاضذ ایي کار قاتل اًجام است، اگز ٍ تٌْا تزای  ػذدی فزد تاضذ ایي کار قاتل اًجام اسات،   nچٌیي اگز  قاتل اًجام تاضذ. ّن 2

nاگز ٍ تٌْا اگز تزای  nقاتل اًجام تاضذ. ایي کار تزای  1 ِ تَاًٌاذ تاِ    قاتل اًجام ًیست، سیزا دٍ سزتاس کٌاری ّز دٍ تٌْاا های   1  ی خاًا

nٍسظ تیایٌذ ٍ ایي اهکاى ًذارد. اها در هَرد  ست. پس ایي کار تٌْا سهاًی هوکي است کِ دیذ کِ ایي کار قاتل اًجام ا تَاى یه یسادگ تِ 2

n .سٍج تاضذ 

 

کِ  نیداً یهاس اػذاد عثیؼی هتوایش،  i<jتزای ّز سٍج            -5
j j j
a a a   تا تَجِ تِ اکیذاً صؼَدی ٍ عثیؼی تَدى ٍai:ّا 

        j j j j i
a a a a a a a.1 2 000 

…<aj>b1ّستٌذ. تٌاتزایي اگز  aj ِیػل هقسَم تالا یّا جولِی اس عزف دیگز ّوِ k
b تاضٌذ، خَاّین داضات   aj یاِّ یػل هقسَمی  ّوِ  

j i i
a a b  اسآًجاکِحال bi ،i 1 تشرگ  ِیػل هقسَم اهیيaj ،استj

i

a
b

i 1
 ٍ تٌاتزایي در کل: 

j
j i i j i j i i

a
a a b i a a a i a ja

i
( )( ) ( )1 1

1
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ِ  i ٍ j ّاای  کارتکوال تزاتز تقسین کٌیذ. حال اگز  11اتتذا هیش را تِ  ِ    در دٍ ًقغا  ّاا را تؼاذاد    ی تایي آى  ی اس جاذٍل تاضاٌذ، فاصال

 است. 5تزاتز  i  ٍjی دٍ کارت  عَر هثال در ضکل سیز فاصلِ تزد. تِ ّای کن گیزین دتؼذاد کواى تیي ًقاط آى دٍ هی ّای کواى

 

 
 

ی هتاَالی   ضاوارُ  1تاا   11کٌین. ددقت کٌیذ کِ کاارت   هتَالی را هحاسثِ هی ّای ضوارُّای تا  کارت ّای فاصلِحال تؼذ اس ّز هزحلِ هجوَع 

iتز تیي  در کواى کَچک i دارًذ!( اگز هحل کارت 1  ٍi ِ . دسیازا  کٌاذ  ًوای ذار تغییاز  تاضاذ، ایاي هقا    1 i ی فاصال 1  ٍi تغییاز  1

i  ٍi ی فاصلِ، اها در تیي کٌذ ًوی i  ٍi عَر ّویيٍ  1  غیزدر  گزدد( ٍ ٍ تِ دیگزی یک ٍاحذ اضافِ هی ضَد هی، اس یکی یک ٍاحذ کن 1

 ّای سیز تَجِ کٌیذ.  . تِ ضکلکٌذ هیصَرت دٍ ٍاحذ تغییز  ایي

 

 
 

ِ  ی کارت است ٍ اگز قزار تاضذ ّوِ 11هاًذ. در اتتذا ایي هقذار تزاتز  ّوَارُ ثاتت هی هقذارتٌاتزایي سٍجیت ایي  ی جواغ ضاًَذ،    ّا در یک ًقغا

 ایي هقذار تایذ تزاتز صفز ضَد کِ اهکاى ًذارد.

 

 


